Universitatea Politehnica din Bucuresti 2023
Disciplina: Algebrai si Elemente de Analizi Matematica !
Varianta E

1. Multimea solutiilor reale ale ecuatiei #? — 7z + 10 = 0 este: (9 pct.)

a) {1;4}; b) {1:2}; ¢) {3;5}; d) {4;5}; ) {2;5}; f) {5;6}.

Solutie. Ecuatia de gradul doi az? + bz + ¢ = 0 (a # 0) are radicinile reale z1 5 = —bdvb*—dac V21112_4“C doar daca

A = b2 —4ac > 0. In cazul ecuatiei din enunt obtinem A = (=7)2—4-1-10 = 9 > 0, iar cele douil

radacini reale (distincte, deoarece A # 0) sunt z12 = _(%)li\@ = 725—37 deci z1 = 5, £9 = 2. Prin urmare,

multimea solutiilor ecuatiei este {2,5}. (o)

. S& se determine multimea solutiilor reale ale ecuatiei /1 — 5z + 2 =1. (9 pct.)

a) {=1;1}; b) {1;3}; ¢) {=3:0}; ) {3;4}; ¢) {-2;1}; f) {-1;0}.

Solutie. Conditia de existenta a radicalului se scrie 1 =5z > 0 & = < % ecuatia din enunt si pozitivitatea
radicalului implica /1 —5x =1 —x > 0, deci z < 1. Din cele doud inegalitati obtinute rezulta = < %
Ridicand ecuatia la patrat, se obtine 1 —5x = (1 —2)? © 22+ 3z =0 2(z +3) =0 & x € {-3,0}.
Ambele variante convin, deoarece —3 < % 5i0< % Deci multimea solutiilor ecuatiei este {—3,0}. ()

Fie f:R =R, f(z) = x;‘*g‘%b, unde a, b sunt numere reale. Presupunem ca functia f admite trei puncte

de extrem local si are asimptota y =  + 2. Atunci (9 pct.)
a)a+b>T;b)ab=6;c)a+be (6,7);d) abe (6,7);e) ab=1%f) a+be (56).

Solutie. Examinam conditiile care permit existenta unei asimptote oblice pentru functia f(z) = BV
Calculam limita

f(x)

_ . 2> +az+b 2?14+ 24 5
lim ——= = lim =1 L
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Se constata ca pentru z — —oo limita este egala cu —1, diferitd de panta 1 a dreptei din enunt y = = + 2,
deci cazul £ — —oo nu permite asimptota propusia. Raméane de examinat doar cazul x — oo, caz in care
limita este 1, egala cu panta dreptei propuse in calitate de asimptota oblica, y = = + 2. Calculam a doua
limita, unde folosim amplificarea cu conjugata pentru rationalizarea numaratorului,

==+1.

lim f(z)—1-2 = lim @?tartb . @tartb-ava?+l
= (2% + az +0)? — (2va? +1)° — i 2az3 + 22 (a® +2b — 1) + z - 2ab + b*

lim = lim

g0 \/r2 +1- (224 ax+b+avVa24+1) 2o Vo241 -(22+ax+b+avai+1)
I 2 [2a+ 2(a®+20—1)+ 5 - 2ab+ 5 - b?] 24

= lim = — = Q.

s N+ L (I 1+ L+ at+ L p) 2

Aceast# valoare coincide cu termenul liber 2 al asimptotei din enunt y =  + 2 doar daci a = 2. In
concluzie, functia f admite asimptota oblica y = x + 2 doar dacd a = 2. Pentru a studia punctele de
extrem ale functiei f, studiem derivata acesteia:

e (22 +2Va? +1— A= (0 +20+0) (204 2)(a?+1) —2(2® + 20 +b) 25+ (2— b)z + 2

(VxZ +1)2 (VzZ+1)3 (Va2 +1)3

Punctele posibile de extrem ale lui f se afla printre radicinile ecuatiei f'(z) = 0 & P(x) = 0, care sunt
exact radécinile numaratorului P(z) = 23 + (2 — b)x + 2. Se observa ci pentru b = 2, ecuatia P(x) = 0
are doar o ridacing reald (xz = —+/2), deci valoarea b = 2 nu convine. Cerinta din enunt (3 puncte de
extrem local pentru f) necesitd anularea numaratorului P(z) in trei puncte distincte, deci necesita doud
radacini distincte pentru ecuatia P'(z) =0« 32? +2 — b =0« 2% = 1(b — 2), ceea ce este posibil doar

dacd b—2 > 0 < b > 2, caz in care radicinile derivatei P’ sunt 1 = —4/ 177?2 < Ty = \/b*TQ. Observam

1
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c& numitorul fractiei f/(z) = i %)3 este strict pozitiv. Pentru a asigura existenta celor trei puncte de

anulare pentru P, trebuie asigurata alternanta semnelor valorilor

{ lim P(z)=—oc0, P(z1)=P(—/%52), P(z2)=P(,/%52%), lim P(z)=4o0}.

T——00 3 T—00

Dar P (i,/ ) 2F 3\[ (b—2)3/%5i P(x1) = 2+ f(b 2)3/2 > 0 (adevirat), deci avem succesiunea de

semne (—, +, sign (P(z2)),+). Asigurarea existentei celor 3 radacini pentru f/ (puncte de extrem pentru
f) revine la alternarea celor patru semne, deci impunem P(zg) = 2 — T(b —2)3/2 < 0, care se rescrie

2-3500-22<0e2< 220-27 & (b-2"? >33 Vb-2>V3&b-2>3, deci b> 5.

Dar a = 2, deci obtinem a +b>7 (@

. Pe multimea numerelor reale se definegte legea de compozitie: xxy = 2zy— 10z —10y+55. Sa se determine

suma solutiilor reale ale ecuatiei g * x * ---*x x = % (9 pct.)

de 2024 ori z
a) 9; b) 12; ¢) 13; d) 14; e) 10; ) 11

Solutie. Se observa ca regula de compozitie se poate scrie xxy = 2zxy — 10z — 10y +55 = 2x(y—5) — 10(y —
5)+5=2(z—5)(y—>5)+5. Se verificd ugor ci legea este asociativi si comutativa, iar xxz = 2(z —5)%+5
sizxrxxr=(v*xa)*xz =22 —5)2+5—-5](x—5)+5=2%(x — 5)% + 5. Mai general, se poate ugor
verifica prin inductie cid g * -+ - x 2 = 2" "1 (x —5)"+5, Vo > 1. Atunci g * 2 * - - - x x = 22023(3 — 5)2024 1. 5,

n ori de 2024 ori =
iar egalitatea din enunf se rescrie 22923 (z — 5)2024 45 = WL & 2(z — 5)]** = 1 & 2(z — 5) € {+1}.
Distingem cazurile: (i) dacd 2(x — 5) = —1, atunci obtinem solutia x; = %; (ii) daca 2(x — 5) = 1, atunci

obtinem solutia o = 4. Prin urmare, 21 + 2o = 3 + 3 =10. (9

. Fie polinomul P € R[X], P = aX?924 4 pX2023 4 2X3 4+ cX2 47X — 3. Daca P este divizibil prin X2 +1
si restul impartirii lui P la X + 1 este 3, sa se calculeze P(1). (9 pct.)

a) —14; b) 15; ¢) 27; d) 36; e) 21; f) 31

Solutie. Tinand cont de faptul ca P € R[z] si folosind teorema de impdrtire cu rest, cele doud conditii
din enunt se rescriu:

{P;(XQH) @{ i(i):ig @{ (a—c—3)+i(~b+5)=0

P(*l):3 (—1 a—b+c—12=3
a—c=3 a=23/2
a—b+c=15 c=17/2,

decia+b+c+6=31 (%

. Pentru ce valori ale lui z € R, numerele 4, 2+ 3 si 10 (in aceastd ordine) formeaza o progresie aritmetica.
(9 pct.)

a)z=—4;b)z=1c)z=-2;d)x=3;e) z=2;f) z =4.

Solutie. Termenul din mijloc trebuie sa fie media aritmetica a celorlalti doi termeni, deci obtinem “% =
2r+3ecdr+b6=14cdr=8c2=2. (o

. S& se rezolve sistemul { i tz i i) . (9 pct.)

a)x=0;y=3;b)z=3,y=4c)z=0y=1d)z=Ly=Le)a=3,y=2f)z=1; y=-1

Solutie. Adunand ecuatiile sistemului, rezultd 2z = 6 = x = 3. Scézand ecuatiile, obtinem 2y = 4 =
y = 2. Deci solutia sistemului este z = 3,y = 2. (¢

. Solutia ecuatiei 9**! = 81 este: (9 pct.)
a)z=-3;b)z=1c)z=2d)x=-1e) z=0;f) 2 = 2.

Solutie. Ecuatia se rescrie 9271 = 92, Logaritméand ecuatia in baza 9, obtinem z +1 =2z =1. (b
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9.

10.

< . “« 2z + 1
S& se calculeze ¢ = ah_}n;O S s v gy de. (9 pct.)

a) £ =Z;b) £ = arctg2; c) { = F;d) £ = arctgy;e) { = arctg3; f) =T,

1
2422+2) T z2+41

2x+
(z

. . : 3 . 2x+1 _ axr+b cx+d
Solutie. Descompunem integrandul rational: T 432253 — (25D) +

242242
Obtinem 2z + 1 = (ax + b)(2% + 22 + 2) + (cz + d) (22 + 1), de unde, identificand coeficientii monoamelor
a+c=0 a=0
. . . b+2a+d=0 b=1 .
3 .2 . a
x°,x°, x, 1 respectiv, obtinem sistemul %+ 24+ c—2 & c—0 deci
2b+d=1 d=-1
2z +1 1 -1

x4+2x3+3x2—|—2x+2:x2+1+x2+2x+2

si prin urmare

/a 2z +1 d /a n -1 d
T =
o ot +223 + 322+ 22 + 2 o \z2+1 22+2zx+2 *

1 -1 . .
:/0 (x2—|—1 + (x+1)2+1) dx = (arctgz)|g — (arctg (x + 1))|g

= (arctga — arctg0) — (arctg (o + 1) — arctgl) = arctgo — (arctg (o +1) — )

0 U T w T
si deci Jm | arctgo arctg (o + 1) 1 5 5~ 1 1 ®

Fie f: R — R, f(x) = 2* + 32%. Si se calculeze f'(1). (9 pct.)
a) 6; b) 7;¢) 8;d) 10; e) 9; f) 11.
Solutie. Derivand functia f, obtinem f/(x) = (z* + 32%)" = 423 + 62, deci f/(1) =4-13+6-1=10. @
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