Universitatea Politehnica din Bucuresti 2023
Disciplina: Geometrie si Trigonometrie !
Varianta A

1. Se considera dreptele de ecuatii dy : 204+y—3=0gids : x+2y—3 =0. Dacay = a1x+b1 iy = asx+ba,
cu ai, by, az, by € R sunt ecuatiile celor doua drepte bisectoare ale unghiurilor rezultate din intersectia
dreptelor d; si do, atunci suma S = by + by este: (9 pct.)

a) 3;b) 2;¢) 0;d) 1; e) 5; f) =3.

Solutie. Consideram un punct M (z,y) pe reuniunea R a celor doua bisectoare, deci

d(M,dv) = d(M,dy) < BEES = 208l o o 4y — 3| = o+ 2y — 3| & 20+ y =3 = (¢ + 2y — 3)

S [2r+y—-3=z+2y—3]sau[2z+y—3=—(z+2y—3)] & (y=x)sau (y = —z +2),
deciS:b1+b2:O+2:2. @

Altfel. Reuniunea R a celor doua drepte bisectoare este multimea punctelor (z,y) egal departate de cele
doud drepte d; si d2 din enunt si care satisfac ecuatii de forma y = mz 4+ n sau z = p. Se verifica usor
cd al doilea caz se referd la puncte de forma P(p,y) care, fiind echidistante fatd de d; si da, satisfac

r=p
egalitatea d(P,dy) = d(P,d3) &  2p+y—3=0 =z =y =p = (x,y) = (p,p), deci o asemenea
p+2y—3=0

bisectoare nu poate exista (se reduce la un punct). Prin urmare, ambele bisectoare au cite o ecuatie
de forma y = mx + n. Orice punct al reuniunii R este deci de forma (z,y) = (x,mx 4+ n) si este egal

, < . C oot . 22+ (az+b)—3 +2(az+b)=3] ;i yioa
depirtat de cele doud drepte d; si dy, deci satisface egalitatea 22 \/(;2112) | = = \/(f:+22) |, Ridicand

egalitatea la patrat, obtinem [z(a + 2) 4+ (b — 3)]? = [#(1 4 2a) + (20 — 3)]?> & 2%[(a +2)% — (1 + 2a)?] +
z[(a +2)(b —3) — (1 + 2a)(2b — 3)] + [(b — 3)? — (2b — 3)?], egalitate care trebuie s& aibd loc pentru
toate punctele bisectoarei, deci pentru orice z € R. Prin urmare polinomul in nedeterminata x obtinut
trebuie sa fie identic nul. Din anularea celor trei coeficienti rezulta urméatorul sistem in necunoscutele a

-3a>+3=0 a € {£1}
si b: 3ab—3a+3=0 < < a(b—1)=—1 . Distingem doud cazuri: (i) dacd a = a; = —1, atunci
—3b%2+6b=0 b e {0,2}
sistemul devine b=2 deci b = b; = 2; (ii) dacd a = ags = 1, atunci sistemul devine b=0
be {0,2} ° e 2T be{0,2} °
deci b = by = 0. Se observa perpendicularitatea celor doud bisectoare (a; - az = 1-(—1) = —1). De

asemenea, concluzionam ca S =b; +by =2+ 0 = 2.

2. Valoarea parametrului real m pentru care punctul P(0,m) apartine dreptei de ecuatie d : 2z +y = 1 este:
(9 pct.)
a) 0;b) —1;¢) —1;d) 1, e) 25 f) 3.
Solutie. Punctul P(0,m) apartine dreptei d daca si numai daca (0, m) satisfac ecuatia dreptei, 2z+y = 1,
decidaca2-0+m=1=m=1.

3. Dacd tga = 1, atunci valoarea expresiei F = cos o — sin« este: (9 pct.)
a) Y3542 b) i 0) 0:d) L e) 33 ) V3,

She - regulta 22&
COs & COS &

=1 = sina = cosa =

Solutie. Folosind in egalitatea din enunt relatia tga =
cosa —sina=0. (¢

4. Valoarea expresiei F = sin« - cos(3a) pentru o = 30° este: (9 pct.)
a) 1;b) —Li¢) 5 d) o) §: f) 0.

Solutie. Inlocuind o = 30° in expresie, obtinem E = sin 30° - cos(3 - 30°) = sin 30° - cos 90° = % -0=0.
®

1Subiecte date la Admiterea UPB/Sesiunea iulie 2023 la facultea ETTI.
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5. In reperul cartezian 2Oy, punctele A(0,0) si B(6,8) reprezintii varfuri ale triunghiului echilateral ABC.
Daci varful C este situat in al doilea cadran, atunci ordonata acestuia este: (9 pct.)

a) 1++/10; b) 4 + 3v/3; ¢) V10; d) 5; e) 4 — 3v/3; ) 10;.

Solutie. Varful C al triunghiului echilateral, fiind egal departat de varfurile A si B, se afla pe mediatoarea

d a segmentului AB. Aceasta ‘;reoce prin H;ijlocul M (2afze yatyp) — (046 O48) — (3 4) si are panta
m= == (¥l = (F=5)"" = 7, deci avem
3 25 —4
d: (y—yMzm(m—asM)@y—4:—1(:c—3)<:)3x+4y:25<:)x: Ty

25—4y

+2,y). Segmentele AC' si AB fiind egale, avem

si deci coordonatele punctului C' sunt de forma C(

V(e —za)? + (yo —ya)> =/ (zp —x4)> + (Y — ya)?
(B3 62+ (y - 8)2 = VBT T 8 & (T3 — 6)2 + (y - 8) = 100
25y =200y —275 =0 y? —8y — 11 =0y c {4+ 33}

Punctul C trebuie sa se afle, conform enuntului, in cadranul 2, deci trebuie sa aiba ordonata pozitiva si
abscisi negativii. Prin urmare valoarea negativa obtinuta 4 — 3v/3 < 0 nu convine, si se accepta ca fiind

corecta valoarea pozitiva, deci y = 4+ 3V3>0=zx= @ =3-4v/3<0 si deci ordonata cautata este

4+3v3. ®
Altfel. Lungimea laturii AB este v/(zp —24)%+ (yp —ya)2 = /(6 -0)2+ (8 —0)2 = /100 = 10.
Punctul C este egal departat de varfurile A si B, deci:

AC = AB V(@ =02+ (y—0)2=10 z? +y* = 100
{ BC = AB Q’{ V(@ —6)2+ (y—8)2 =10 @{ (z—6)>+ (y — 8)* = 100,

deci z? + 3% = 100
ed 22+ y? - 122 - 16y =0 °

3r+4y =25 x = 25;347’. Inlocuind expresia obtinuta pentru x in prima ecuatie a sistemului, obtinem

(%)2 +92 =100 < 25y% — 200y — 275 = 0 & 4> — 8y — 11 = 0 < y € {4+3+/3}. Punctul C trebuie si
se afle, conform enuntului, in cadranul 2, deci trebuie s& aiba ordonata pozitiva (y > 0) si abscisa negativa
(x < 0). Prin urmare valoarea negativi obtinuta 4 — 3v/3 < 0 nu convine, si se accept# ca fiind corecta
valoarea pozitiva, y = 4+ 3v/3. Observam ci abscisa asociati este z = 25547’ = 25_4'(§+3\/§) =3-4V3 <
0, deci s-a obtinut varful C(3 — 43,4 + 3\/3) a cirui ordonats este 4 + 3v/3.

Facand diferenta celor doua ecuatii, obtinem 12z + 16y = 100 <

6. Lungimea laturii unui patrat cu diagonala d = 2v/2 este: (9 pct.)
a) Y2:b) 2v2; ¢) 2:d) V2 e) 1; ) V3.

Solutie. Daci latura patratului are lungimea ¢, atunci diagonala are lungimea ¢v/2, deci are loc egalitatea

21/2 = (1/2, de unde rezultd £ = 2. ()

7. In reperul {0, 7, ]} se considers vectorii @ =i — 3] i ¥ = 20 + j. Atunci vectorul @ = @ + 27 este: (9
pct.)
a) 5i—j; b) 3i—2j;¢) —i—45;d) i—J; e) i; f) 40 — 5]

Solutie. Prin inlocuirea vectorilor @ si 7 in expresia vectorului @, rezulti o = @+27 = (i—3;)+2(2i+))

5i—j. @
8. Aria triunghiului dreptunghic ABC' cu m (W) =90°, m (IB?) =60° si AB =1 este: (9 pct.)
a) V3;b) i c) i d) 1ye) 2 ) L.

Solutie. Din enunt rezulta ca triunghiul este dreptunghic, BC' este ipotenuza, iar AC i AB = 1 sunt
catete. Atunci % = tgABC & AC = tg60° - AB & AC = /3 -1 = /3. Deci aria triunghiului este

AB-AC _ 143 _ /3 @
2 - T2 — 2
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9. In reperul {0,7,;} fie vectorii OA = —2i+2j, OB =4i+ 3], OC = mi — j si OD = —3i — 2j. Valoarea

10.

parametrului real m pentru care ABCD este paralelogram este: (9 pct.)
a) 0; b) =3;¢) —2;d) 2;e) 3; f) 1.

Solutie. Avem A(-2,2),B(4,3),C(m,—1),D(-3,-2), iar ABCD este paralelogram doar daci doud
laturi opuse sunt paralele si egale. Alegand de exemplu perechea de laturi AB si C'D, egalitatea pantelor

dreptelor suport conduce la: YE=YA — YD_UC 4_3*_2 = _3_5_1) &S -3-m= -6 m=3.
TB—TA Tp—TC (-2) 3—m
. . . . Ta yal
Observam ca dreptele AB si C'D sunt distincte: de exemplu, A, B, D sunt necoliniare, deoarece | =5 ys } =
D YD

4

-2 21
31
-3 -21

’ = —23 #£ 0. Deci valoarea m = 3 asigura paralelismul celor doua drepte. In plus, pentru m = 3,

are loc si egalitatea celor doua laturi. intr—adevér, avem:

{ AB = \/(zp —xa)> + (yp —ya)? = /(3 —-2)%+ (4 — (-2))2 = V37
CD = \/(zp —xc)* + (yp —yc)? = /(-2 — (1)) + (-3 — 3)2 = V3T,

Deci valoarea m = 3 asigura proprietatea de a fi paralelogram pentru patrulaterul ABCD. (e

Altfel. Patrulaterul ABCD este paralelogram dacd A, B, D sunt necolineare si avem % (A+C) = 3(B+D).
Necoliniaritatea se aratd usor, ca in solutia de mai sus. Avem

%(A+C) _ %(B+D) o %[(—2,2)+(m7—1)] _ %[(4,3)+(—3,—2)} o %(m—Q,l) _ %(1, 1) e m—2=1,

deci m = 3.

In reperul cartezian zOy se considerd punctele A(1,-2) si B(5,1). Lungimea segmentului [AB] este: (9
pct.)

a) 5; b) VT; ¢) V5; d) 25; ) V3; f) 3.

Solutie. Lungimea segmentului [AB] este \/(zp —24)2+ (yp —ya)? = V(6-12+(1—(-2))? =
VA2 432 =+/25=5. @@
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